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Examen I-A,C (28 de Marzo de 2012)

Parte 1a: Cuestiones (2 puntos)

1. (0.5 puntos) Sea una sucesión {an}∞n=1 tal que, para todo n ∈ N, se cumple an ≤ an+1 y
an ≤ 1. ¿Converge dicha sucesión? Śı. ¿Por qué? La sucesión {an} es monótona creciente
y acotada superiormente.

2. (0.5 puntos) Si una sucesión {an}∞n=1 verifica que
1

6n
≤ an ≤

(
2
3

)n

para todo n ∈ N,

entonces ĺım
n→+∞

an = 0 porque se puede aplicar la regla del sandwich, siendo ĺım
n→+∞

1
6n

= 0

y ĺım
n→+∞

(
2
3

)n

= 0 pues −1 < 2
3 < 1.

3. (0.5 puntos) Una serie
∞∑

n=1
an, donde an ≤

(
1
4

)n

para todo n ∈ N, ¿converge? Śı.

¿Por qué? Por el criterio de comparación de Gauss, ya que
∞∑

n=1

(
1
4

)n

es convergente pues

es una serie geométrica de razón r = 1
4 , con |r| < 1.

4. (0.5 puntos) La serie
∞∑

n=1

n2 + n

n2 + 1
, ¿converge? No. ¿Por qué? No se satisface la condición

necesaria de convergencia ya que ĺım
n→+∞

n2 + n

n2 + 1
= 1 6= 0.

Parte 2a: Problemas (8 puntos)

1. (2 puntos) Calcular, si existen, los siguientes ĺımites:

ĺım
n→+∞

(
n3 + n2

n3 + 4

)2n

ĺım
n→+∞

n!
nn

sen(n+ 1)

Solución

a) ĺım
n→+∞

(
n3 + n2

n3 + 4

)2n

=
1∞

ĺım
n→+∞

e
2n

(
n3+n2

n3+4
−1

)
= ĺım

n→+∞
e

(
2n3−8n

n3+4

)
= e2.

b) ĺım
n→+∞

n!
nn

sen(n+ 1) = 0 porque ĺım
n→+∞

n!
nn

= 0 ya que n!� nn y la sucesión {an} con

an = sen(n+ 1) está acotada pues |an| ≤ 1.

2. (1 punto) Estudiar la convergencia y la convergencia absoluta de la serie
∞∑

n=1

7n3

(−5)n
.

Solución Sea an =
7n3

(−5)n
.



La serie
∞∑

n=1
|an| es convergente pues ĺım

n→+∞
n
√
|an| = ĺım

n→+∞

n
√

7( n
√
n)3

5
=

1 · 1
5

=
1
5
< 1.

Entonces, la serie
∞∑

n=1
an converge absolutamente y, por tanto, converge.

3. Sea la serie de potencias
∞∑

n=1

(x− 1)n

(n+ 2)(n+ 4) 3n
. Se pide:

a) (1 punto) Determinar el radio y el campo de convergencia de la serie de potencias.

b) (1 punto) Calcular, si es posible, la suma de la serie cuando x = 4.

Solución

a) Sea
∞∑

n=1
an(x− 1)n, donde an =

1
(n+ 2)(n+ 4) 3n

.

Se tiene ĺım
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = ĺım
n→+∞

(
(n+ 2)(n+ 4)
(n+ 3)(n+ 5)

· 1
3

)
= 1 · 1

3
=

1
3

.

Entonces, el radio de convergencia de la serie de potencias es r = 3. Por tanto, la
serie converge absolutamente en (−2, 4) y no converge en los intervalos (−∞,−2) y
(4,+∞).

Si x = 4 se obtiene la serie numérica
∞∑

n=1

1
(n+ 2)(n+ 4)

. Sean bn =
1

(n+ 2)(n+ 4)

y cn =
1
n2

. Puesto que ĺım
n→+∞

bn
cn

= ĺım
n→+∞

n2

(n+ 2)(n+ 4)
= 1 y

∞∑
n=1

cn (serie armóni-

ca generalizada con p = 2 > 1) es una serie convergente, aplicando el criterio de

comparación en el ĺımite se obtiene que la serie
∞∑

n=1
bn es convergente.

Si x = −2 resulta la serie numérica
∞∑

n=1

(−1)n

(n+ 2)(n+ 4)
, que es una serie absolutamente

convergente por el análisis realizado en el párrafo anterior.

Por tanto, el campo de convergencia de la serie de potencias es [−2, 4].

b) Teniendo en cuenta el apartado a), la serie
∞∑

n=1

1
(n+ 2)(n+ 4)

es convergente.

A continuación se obtiene la expresión de la suma parcial n-ésima Sn.

Se verifica
1

(n+ 2)(n+ 4)
=

1/2
n+ 2

+
−1/2
n+ 4

y, aśı,

Sn =
n∑

k=1

(
1/2
k + 2

+
−1/2
k + 4

)
=

1
2

n∑
k=1

1
k + 2

− 1
2

n∑
k=1

1
k + 4

=
1
2

(
1
3

+
1
4

+
1
5

+ · · · 1
n+ 2

)
−1

2

(
1
5

+ · · · 1
n+ 2

+
1

n+ 3
+

1
n+ 4

)
=

1
2

(
1
3

+
1
4

)
− 1

2

(
1

n+ 3
+

1
n+ 4

)
.

Entonces, ĺım
n→+∞

Sn =
7
24

, luego
∞∑

n=1

1
(n+ 2)(n+ 4)

=
7
24

.



4. (1 punto) Determinar las curvas de nivel de la función f(x, y) = x2 + y2 − 2x para los
valores c = 0 y c = 1.

Solución Las curvas de nivel c tienen por ecuación f(x, y) = c, es decir, x2 + y2 − 2x = c

o, en forma equivalente, (x− 1)2 + y2 = c+ 1.

Si c = 0 la curva de nivel es (x− 1)2 + y2 = 1, circunferencia de centro (1, 0) y radio 1.

Si c = 1 la curva de nivel es (x− 1)2 + y2 = 2, circunferencia de centro (1, 0) y radio
√

2.

5. (2 puntos) Calcular, si existen, los siguientes ĺımites:

ĺım
(x,y)→(0,1)

2x3 − (y − 1)3

x2 + (y − 1)2
ĺım

(x,y)→(0,0)

x− y
x

Solución

a) Considerando f(x, y) =
2x3 − (y − 1)3

x2 + (y − 1)2
y utilizando coordenadas polares con origen

en el punto (0, 1), {
x = r cos θ

y = 1 + r sen θ
,

se tiene f(r cos θ, 1 + r sen θ) =
r3
(
2 cos3 θ − sen3 θ

)
r2

= r
(
2 cos3 θ − sen3 θ

)
.

Entonces, denotando g1(r) = r y g2(θ) = 2 cos3 θ− sen3 θ se verifica que ĺım
r→0

g1(r) = 0

y g2 es acotada para todo θ ∈ [0, 2π). Por tanto,

ĺım
(x,y)→(0,1)

2x3 − (y − 1)3

x2 + (y − 1)2
= 0.

b) Se calculan los ĺımites relativos a los subconjuntos Γm =
{

(x, y) ∈ R2 : y = mx
}

:

ĺım
(x, y)→ (0, 0)
(x, y) ∈ Γm

x− y
x

= ĺım
x→0

x−mx
x

= 1−m.

Puesto que dependen de la pendiente m, es posible encontrar dos subconjuntos tales
que los ĺımites relativos correspondientes son distintos. Por ejemplo,

ĺım
(x, y)→ (0, 0)
y = x

x− y
x

= 0 y ĺım
(x, y)→ (0, 0)
y = −x

x− y
x

= 2.

Por tanto, no existe el ĺımite doble.


